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A tabloide is composed of two finite sets, E (the set of the rows) and F (abe set 
of the columns), and of a function f : B(E) x B(F) -+ N , which is a Whitney’s 
rank in its two variables. There are tabloids associated to matrices, to bipartite 
graphs and to ordinary graphs respectively in relation to linear rank, matchings 
and gammoids. Some of the properties of matrices can be generalized to tabloids 
(transposition, direct sum, inverse, product...). The properties of bipartite graphs 
which consists in “transmission” of matroids by matchings is used to detine a 
class of tabloids (which strictly contains those which are associated to matrices). 
Finally, the problem of the representation of a tabloid on a field is studied. 
INTRODUCTION 
La notion de matrofde fut dhouverte en 1935 par Whitney [IS]: Elle est 
l’abstraction de la notion d’indkpendance lintaire, telle qu’elle se ~r~se~te 
dans un ensemble fini d’C1Cments d’un espace vectoriel. Le nom m&me de 
“matroide” provient de ce qu’un tel ensemble peut toujours Btre consid& 
comme I’ensemble des lignes (ou des colonnes) d’une matrice B Gments 
dans un corps. En 1965, Edmonds et Fulkerson [4] rem~rq~~rent que les 
matrofdes se rencontrent naturellement dans les relation binaires (graphes 
bipartis), ce qui conduisit B Ctudier les notions de ““matrofde transversal”, 
puis en gCnCralisant, celle de “gammolde” (Perfect [9] et Pym [lo] et aux 
relations entre les deux (Ingleton et Piff [5])). 
En meme temps, le probEme de la representation d’un matrolde comme 
sous-ensemble d’un espace vectoriel Ctait Ctudii: par Mirsky et Perfect [8] 
pour le cas du matrolde transversal, par Mason [7] pour le cas du gammoi 
et Vamos [ll] dans le cas g&&al, ainsi que White [12] 2L l’aide des alg&bres 
de crochets. 
Le @sent travail consiste & gCnCraliser, non plus la notion de sous- 
ensemble d’un espace vectoriel, mais cette fois celle de matrice B Clkments 
dans un corps commutatif. L’ttude de Whitney concernait l’ensemble des 
lignes, ou celui des colonnes d’une matrice, tandis qu’ici r,ous ~onsid~rero~~ 
233 
0095”8956/79/Q20233-18$02.QQ/5 
Copyright 0 1979 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 
$3ab/a6jz-8 
234 SERGE HOCQUENGHEM 
les deux ensembles simultan6ment. Ceci conduit a la notion de “tablolde” 
(le terme est destine a Cvoquer le tableau que constitue une matrice) et a celle 
de rang dans un tablorde qui generalise celle de rang dans une matrice. 
Nous nous sommes intCress& aux propriCk% de ces objets (sans en faire une 
liste exhaustive, car il y en a beaucoup, decoulant, comme pour les matroIdes, 
plus ou moins immediatement de la definition) a leur pksence naturelle dans 
les notions de matroYde transversal et de gammolde et a leur representation 
matricielle sur un anneau et sur un corps commutatif. 
1. TERMINOLOGIE ET NOTATIONS 
Tous les ensembles consider& dans ce travail seront finis. On notera / E 1 
le cardinal dun ensemble E et B(E) I’ensemble des parties de E. Si X et X’ 
sont des ensembles, X - X’ designera l’ensemble des elements de X qui 
n’appartiennent pas a X’. Nous confondrons, pour la simplicite de I’ecriture, 
tout ensemble a un element et cet Clement: nous ecrirons done x pour {x}, 
X-XpourX-{~}etmGmeX+xpourXU{x). 
Tous les anneaux et corps intervenant sont supposCs commutatifs. 
MATIWIDES. Un matroi’de sur un ensemble E est un ensemble J&’ non 
vide de sous-ensembles de E verifiant les deux axiomes suivants: 
(LJ siXEA!etX’CX, alorsX’o&. 
(L2) siXetX’EAavecIX’I=IXI+l,alorsilexistex’~X’-X 
tel que X+ x’ EA. 
Si X E A?‘, on dit que X est indkpendant, sinon il est dit de’pendant. 
Une base est un ensemble indtpendant maximal, un stigme un ensemble 
dependant minimal. 
On peut aussi definir un matrofde par sa fonction rang: 
r: B(E) -+ N en posant r(X) = max(l X0 I; X0 C X et X0 E A} 
On a alors 
On montre quejes axiomes (L,) et (L,) sont equivalents aux axiomes suivants, 
portant sur la fonction Y et definissant un rang: 
v-cl) 49% = 0 
(4) r(X) < 4X + 4 < ~co + 1 
(I&!) l-(X + x) = l-(X + x’) = r(X) =e- l-(X + x + x’) = r(X) 
On notera (I?, r) un matrolde sur E de fonction rang r. 
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i A est un matro’ide sur E et XC E, le sow-matroide associe a X a pro 
parties independantes les elements de A? contenus dans X. Ee &I& A!* de 
est le matrojide dont les bases sont les complements dans E des s de Af‘, 
La fonction rang r* de .A?* est reliee a la fonction rang Y de A% 
r*(X) = ; X j f r(E - X) - ~(23)~ 
G~AP~~S, COUPLAGES. Un gvaphe est un couple (E, U), 0~2. E es1 
l’ensemble des sommets et UC E x E est l’ensemble des arcs. Nous suppose- 
rons toujours les graphes saris boucIe, c’est-a-dire (x3 x) $ U pour tout x E E 
Un grapphe biparti (E, V, F) est un graphe dont l’ensemble des sommets est 
I’union de dew ensembles disjoints E et F et tel que Ei C E x F. Soit (II?> hi) 
un graphe. Un chemin simple de ce graphe est une suite P = (+, p x1 )=..$ xk) 
de sommets tous distincts tels que k > 0 et si k > 0 (xiel , xi) E U pour 
i E (1, I&..., k>. k est la longueur de P (par suite si k = 0, (x0) est nn chemin 
simple, et il est de longueur zero) x0 est le sommet ~~~t~~l ou origine de et X& 
sopl sommet terminal ou extremite’. 
Un couplage C d’un graphe biparti (E, U, F) t un ensemble d’arcs 
deux saris sommet commun. Si C C X x Y, on t qae C est un coupl 
Xvers Y. 
Un couplage gh+alist d’un graphe (E, U) est un e ble de chemins 
simples, de longueurs < 1 deux a deux saris sommet co 35-L 
Soit (E, hi) un graphe. On lui associe le graphe biparti (E, !7’, E’), oh E’ 
est une copie (disjointe) de E (a tout x E E on associe sa “copie” X’ E E) et 
oh hi’ est defini par 
(x, Y’) E U’ *x = y ou (x, Y)E u 
Les couplages gCn6ralisCs de (E, U) sont aiors nature~leme~~ en correspon- 
dance biunivoque avec les couplages de (E, CT’, E’). 
MATWCES. Soient E et F deux ensembles. Si x E E nous dirons que 
x x F est une ligne du produit cartesien E x F. De m&me si y E 3, E x y est 
une colonne de E x F. 
Une matrice a elements dans un anneau ~4 est une application EA,: 
E x F-k -ti, ou E et P sont deux ensembles. Si X C E et Y C F, la restriction 
de EAF B. X x Y set-a notee xAy et sera appelee une so~s-~u~~~c~ de “A, _ 
Si x E E et y E F, “A, sera confondu avec EA,(x, y) (Ii faut rioter que n~us ne 
supposons pas que E n F = a), Si x E E, *Ap sera une ligne de EAF et si 
y E F, EA, sera une colonne de EAF . Si & est un anneau unitaire, nous noterons 
EIE Pa matrice unite definie par 
“I, = 0 si x # y et “I, = I 
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Et nous noterons EO, la matrice sur E x F a elements tous nuls. Une matrice 
inversible sera dite aussi r&guZihe et si EAF est carree (I E 1 = 1 F I) son deter- 
minant sera note det EAF. 
2. TABLO~ES 
DI~FINITION 2.1. Un tabloi’de est un triplet (E, fi F) oh E et F sont deux 
ensembles, et f une application de P(E) x Y(F) vers N qui est un rang par 
rapport a chacune de ses deux variables. L’application f s’appelle le birang 
(ou le rang, quand aucune confusion n’est a craindre) du tablolde. 
Le birang f associe done a tout couple (X, Y), oh XC E et Y C F, un 
nombre entier naturelf(X, Y) que nous appelerons le birang (ou meme le 
le rang) de X x Y. Dire quefest un rang en chacune de ses variables signifie 
que, X&ant fix6 inclus dans E, l’application qui a toute partie Y de F associe 
le nombref(X, Y) est un rang sur F, et symetriquement, Y&ant fix& l’applica- 
tion qui a toute partie X de E fait correspondre le nombref(X, Y) est un rang 
sur E. 
Premi&espropri&tb. Un certain nombre de proprietes des tablojdes (et 
de leurs rangs) se deduisent de la definition et des proprietts des matrdides. 
Ce sont celles qu’on obtient en ecrivant par exemple les proprietes des rangs 
sur chacun des deux arguments (croissance, sous-modularite...). 
Soit (E, J 8’) un tablo’ide; a chaque partie X de E est associe un matrolde 
sur F de fonction rang Y wf(X, r> et que nous noterons XP. Symetriqne- 
ment, a chaque partie Y de F est associe un matrolde sur E de fonction rang 
Xwf(X, Y) que nous noterons fly . Ainsi 
et 
On est done en presence, sur chacun des deux ensembles E et F, dune double 
famille de matro’ides, chacune &ant indicee sur les parties de l’autre ensemble. 
Ona 
xcx’* x9 c X’F 
carf(X, Y) <j(X’, Y) < j Y / et de m&me 
YC y’ => yz;,C~y~ 
Done si X est dependant dans gy, il l’est dans 9y si Y C Y'. Remarquons que 
j&K Y> < mini1 XI, I Y I> et 
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Exernplees de tabloides. 
Matrice. Soit EA, une matrice a elements dans un corps. 
et Y C F, si on nomme f(X, Y) le rang (au sens de I’algeb 
sous-matrice IAr , alors (E, f, F) est un tabloiide. 
Gu&ges. Soit (E, hi, F) un graphe biparti d’ensemble d’arcs UC E x F* 
On sait [4] que l’ensemble des parties Y de F qui sent couplees a une partie 
fix&e X de E par les arcs du graphe forme l’ensemble des parties ~~~d~~e~da~tes 
d’un matrojide sur F (qui depend done de X). De m&me ~ensemb~e des par 
X de E qui sont couplees a une partie Y fix&e de F hrme l’ensemble 
parties indtpendantes dun matrofde sur E (qui depend de Y). On est done en 
presence dune double famille de matro’ides, et a l’aide de ceci on peut montret 
que en posant: f(X, Y) = cardinal maximal dun couplage de X vers Y, on 
d&nit un tabloide (E, f, F) que nous appelerons le tabloid@ couplage 
llement utiliser ceci pour definir le tabloide associe aux 
couplages gentralises d’un graphe (E, ?I) 8. l’aide du tablolde associe aux 
couplages du graphe biparti (~7, U’, E’) associe 8. (E, U). Ce sera le tabloids 
(E, x E) otif(X, Y) = cardinal maximal d’un conplage g&n&did de Xvers Y. 
GammoZes. Soit (E, U) un graphe. On sait [9] que l’ensemble des parties 
Y de E, dont tous les elements sont extr6mitk kme barnacle de chemins 
simples deux a deux saris sommet commun et dont les origines sont les 
sommets d’une partie fixee X de E forme l’ensemble des parties ind~~enda~t~s 
d’un matroide SW E (appelt gammolde). De mCme l’ensemble des parties X 
de E dont tous les sommets sont origines dune famille de chemins simples 
deux a deux saris sommet commun et d’extremites les elements dune partie 
Y de E fixee forme l’ensemble des parties independantes dun matroYde SW E, 
Et ceci explique le fait que la fonction f definie par 
j(X, Y) = cardinal maximal dun ensemble de chemins deux a 
sans sommet commun allant de X a Y, definit un tabloide 
(23, f, I?) que nous appelerons tab?o~de associe’ aux c~e~~~~ 
du gvaphe. 
Tublofdes amoci& aux nzatroi’des. Soient (E, r) et (F, I+‘) deux matroi’ 
en posant f(X, Y) = min{v(X), r’(Y)>, on definit un tab 
deux familles (“TF)~~~ et (Fy)YeF sont les “tronquBes99 s ensembles de 
parties independantes de (E, r) et (F, r’). CO e cas ~a~~~u~ier on peut 
prendreF’te1 que IFI &r(E) et r’: Y-1 Y/ obtient amrs f(X, r> - 
min(r(X), / Y I> et lie matrogde FF n’est autre q (IT, r). tine autre faGon 
construire un tablolde (E, f, E) associt a (E, r) consiste a poser f(X, Y) = 
j X n Y 1. La double famille de matro‘ides ~orrespo~dants est “a peu p&s” 
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deux fois la famille de tous les sous-matroldes de (E, r): en effet X9 (matroide 
sur E) est I’ensemble des parties indkpendantes du sous-matroide de (E, r) 
associ6 B X (matrofde sur X). 
Autres defnitions et proprie’tb. 
Sowtablofde. On dkfinit un sous-tabloide par analogie avec une sous- 
matrice: soit (E, x F) un tabloZde et XC E et Y C F. Alors la restriction def 
B P(X) x P(Y) sera, par dkfinition, la fonction birang du sous-tablolde 
relatif B X et Y que nous noterons (27, x Y). 
Si x E E, nous dirons que le sous-tablo2de (x,f, F) est une ligne (nous 
avons renoncd au mot lignoi’de!) de (E, f, F) et de m$me si y E F nous dirons 
que (E, f, v) est une colonne (et non colonnoIde). 
L’ensemble des lignes (resp. colonnes) de (E, f, F) est en bijection naturelle 
avec l’ensenible des lignes (resp. colonnes) de E x F et aussi avec E (resp. F). 
II nous arrivera de confondre ces ensembles, une fois la fonction f fixbe. 
Comme sur E est dCfini un matroYde 9 E, nous dirons qu’un ensemble de 
lignes du tabloide est ind&pendant si le sous-ensemble correspondant l’est 
dans 9; et m&me, s’il n’y a pas d’ambiguit6 possible, que l’ensemble des 
lignes de E x F correspondant est indbpendant. 
FORMAT. Le format du tabloide (E, f, F) est le couple d’entiers (1 E I, 
1 F I). Si 1 E 1 = 1 F 1 on dira que le tablo’ide est car&. 
TABLOfDES REGULIERS, SINGULIERS. Un tablolde (E, f, F) est dit 
rkgulier si on af(E, F) = 1 E 1 = 1 F 1 (il est done carr6). 11 est dit singulier s’il 
est carrE! et non Ggulier. Le couple de sous-ensembles (X, Y) oh XC E et 
Y C F est dit rkgulier (singulier) si le sous-tablofde (X,f, Y) est r6gulier 
(resp. singulier.) 
PROPOSITION 2.2. Soit (E,f, F) un tabioide, on peut trouver X0 C E et 
Y, C F tel que (X0 , f, YO) soit regulier et de mZme rang que (E, f, F): il su$%t de 
choisir X0 C E base de fir puis Y, C F base de %F-. 
AXIOMATlQUE DES COUPLES REGULIERS. Tout comme un ma- 
troide peut, entre autres, &tre d6fini par sa fonction rang ou par I’ensemble de 
ses parties inddpendantes, on peut dkfinir un tablofde comme nous l’avohs 
fait par sa fonction rang ou par l’ensemble de ses couples rkguliers. 
PROPOSITION 2.3. Soient E et Fdeux ensembles et 997 un ensemble non vide de 
couples (X, Y) au XC E et Y C F. W est I’ensemble des couples r&uliers d’un 
tablofde si et seulement si il v&ijie les axiomes suivants: 
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(CJ si (X, Y) E 2 azors j x i = j Y j 
(C,) si (X, Y) E 92 alors 
(i) pour tout X0 C X, il existe YO C Y tel que (X0 ) YJ E 92 
(ii) pour tout Y, C Y, il existe X0 C X tel que (X0 , YO) E W 
(C;) si (X, Y)cz92 et (X’, Yl)e@ avec jX’\ = jXi + I, akors il 
existe x’ E x’ - X et y’ E Y’ - Y tei que (X + x’, Y + y’) E 92. 
Breuve. Si 92 est l’ensemble des couples rCguliers du tablolde (&‘,J F) 
alors (Cl) est trivialement v&i66 et (C,) dkoule de la fin du paragraphe 
prktdent. Montrons (C,): si (X, Y) et (X’, Y’) E 932 aver j X’ j = j X j +- 1, 
alorsf(X, Y) = [ X j =f(X, Y u Y’) done X E ZJ&,y, et de m&me x’ E 9&r , 
Par suite en appliquant L, (cf. 1.1) k F& , il existe xi E X’ - X tel que 
X + x’ E 9&+ c’est-&-dire f(X + x’, Yu Y’) = 1 Xl + 1. Enfinf(X, Y) = 
f(X + x’, Y) done YE X+e’$ qui est de rang j Y j + 1. Done en ~orn~~~ta~~ 
Y jusqu’8 une base de x+x’F on peut trouver y’ E Y’ - y tel que Y f y’ E: 
X+m’g c’est-&-dire 
j-(X + x’, Y + y’) = 1 x j + 1 d’oai (42,). 
~~ci~roq~~rne~t, si W est un ensemble de couples e P(E) x P(F) vhiiiant 
(Cl), (C,) et CC,), alors en posant 
f(X, Y) = max([ UI; UCXet 3YC Ytel que (U, V)EE] 
on d&nit un tablolde (I??, f, F). En effet, si par exemple Y C F est fix& I’en- 
semble des parties UC E telles qu’il existe Y C Y avec (UP TV) E 6% est UB 
matrolde sur E de fonction rang X +-+ f (X9 Y). 
que. Les tabloldes sont en quelque sorte une ~~stra~t~on des 
m oti on n’a gardi: que le “tableau” E x F et la fonction rang. Les 
sowtablo2des rCguliers correspondent & la notion de so~s~matrice & d&r- 
minant non nul, c’est-k-dire rkgulikes. 
~~~S~~SE, SYMI?TRIQUE, SO.MME DIAECTE. Soit ol = 
(E, f, F) un tabloyde. Le tablorde transposC % est dCf?ni ar tol = (F, “A E) 
oh “f(Y, X) = f(X, Y). Si a: = % on dira que 01 est sy~~t~~q~e (dors 
E = F et f est elle meme symttrique). 
Si 01~ = (ITS, fi , PI) et 01~ = (E2, f2, F,) sont deux tabnbloiides te:ls 
x1 n E2 = M et FI n F, =, m, alors on dCfinit le tabloade a, @ a2 qu’on 
appelle somme directe de a1 et a2 par 
oh 
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ADVERSE. Soit 01 = (E, f, F) un tablonde rtgulier (c’est-a-dire tel que 
1 E j = 1 F 1 = f(& F)) et W l’ensemble de ses couples rtguliers. Soit 9? 
l’ensemble des couples de parties Y C F et XC E tel que 
(Y,X)E&+-(E-X,F- Y)E& 
Nous allons montrer que & est I’ensemble des couples reguliers d’un 
tablo’ide & = (F, A E) que nous appelerons l’aduerse de M. Ceci necessite 
d’abord deux petits lemmes: 
LEMME 2.4. Si (U, V) E 9, pour tout x C U, il existe y E V tel que 
(U-x, v- Y)EW. 
En effet (U - x) x V est alors de rang [ U 1 - 1, et il suffit de prendre 
pour V - y une base de ses colonnes. 
LEMME 2.5. Si (U, V)E% et (U’, V’) ~9 avec 1 U’ / = 1 Uj - 1, aiors 
il existe u E U - u’ et v E V - v’ tel que (U - u, V - v) E 99. 
Preuve. Supposons que ceci soit faux et soient (U, V) et (U’, vl) ne 
satisfaisant pas ce lemme et tels que 1 U n u’ j soit maximal. D’apres le 
dernier axiome des couples reguliers, on peut choisir x E U - U’ et y f V - 
V’ tel que (U’ + x, V’ + y) E 93. Si U’ @ U, soit x’ E U’ - U, on sait (2.4.) 
que l’on peut alors trouver y’ E V’ + y tel que (U’ + x - x’, v’ + y - y’) E 
92. Or /(U’ + x - x’) n U I > I U’ n U /, done il existe u E U - (U’ + x - 
x’) et VEV-((VI+y-y’) tel que (U-u, V-v)~~. Or uEU’ et 
v G V - V’ done il y a contradiction. Si U’ C U, alors V f~ v’ est independant 
dans u’ x V en tant que sous-ensemble de colonnes de U’ x V’. On peut 
alors le completer dans U’ x V (qui est de rang 1 U’ I). I1 restera v. 
TI&OR&ME 2.6. -4 est l’ensemble des couples rkguliers d’un tabloi’de. 
9? est non vide car (F, E) E @. L’axiome C, est trivialement verifie. Montrons 
que C, pest: soit (Y, X) E .@ et X0 C X. Alors E - X,, 3 E - X, or (E - X, 
F - Y) E W done les colonnes de (E - I,,) x (F - Y) sont independantes. 
On peut done les completer jusqu’a une base V de colonnes de (E - X0) x F. 
Comme (E, F) E W, (E - X0) x F a pour rang I E - X0 ( et par suite 
j V j = ( E - X0 I. I1 suffit alors de poser Y, = F - V pour que (E - X0 , 
F - Y,) E W done que (Y, , X0) E 8?. 
Montrons que C, est verifie. Soit (Y, X) E & et (Y’, X’) E @ avec / X’ 1 = 
1x1 + 1. Alors (E-X, F- Y)E~ et (E-X’,F- Y’)E.% avec IB- 
X’ I = 1 E - X 1 - 1. On sait alors (lemme 2.5) qu’on peut trouver x E 
(E-Xx)-(E-X’) et yg(F- Y)--(F- Y’) tels que (E-X-x, 
F- Y-yy)~B!. Par suite on a trouve xoX’--X et yE Y’- Y tel que 
(Y+Y, x+xw@. 
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Autves prop+?& de i’adverse. Soit 01 = (E, f, F) un tabloid& regulier de 
format (n, n) et B = (F, J E) son adverse. La fonction f est reliee a la font-, 
tion f par 
11 suffit de verifier que cette fonction est un birang et que 
f(Y,X)=/Xj=IY/ef(E-x-,F-Y)=n-lXX(=n-III. 
Soit X fixe inclus dans E, a: dtfinit sur F un matroj;de I%(cf* 2.2) et 2 an 
matroi’de sur F2F _ E H. En utilisant la relation entre le rang d’un matro~de et 
celui de son dual, on voit que @B-x = (X%)* de mEme F--Y@ = (;)* 
3. TRANSMISSIQN 
EXEMPLES. Nous savons, qu’etant don& un graphe biparti (E? U, F) et 
un matroIde A&’ sur E, l’ensemble des parties de F qui sont couplees a une 
partie de E appartenant a A? forme l’ensemble des parties ~nd~~e~d~tes 
d’un matroi’de sur F (cf. [6]). On peut dire que les graphes bipartis possedent 
la propriete de “transmettre” les matroi’des par leurs couplages. 
De m&me, les graphes quelconque “transmettent” les matroi’des grke A 
leurs ensembles de chemins simples deux a deux sans sommet commun 
(cf. [7]). 
Nous allons generaliser cela a un tablo?de quelconque. 
lhNITION 3.1. Soit 01 = (E, f, F) un tabloide et AT’ un matrojide sur E. 
Nous dirons que CL transmet ~4” si I’ensemble JP” des parties Y de F vCrifiant 
AA’, Y) = I Y I pour au moins un X E J&’ est un matroi’de sur 8”. 
Si o! transmet tous les matroides sur E, on dira plus simplement 
LLtran3net” ou qu’il est transmetteur. 
Si z = (Es ff F) transmet le matroi’de A, alors si Y C F le rang de Y 
A”, matroide transmis, est le nombre 
maxi/ Y, /; YO C Y etf(X, Y,) = I Y, / pour un XE A> 
c’est-a-dire 
max{f(X, Y) j XE A?) 
Remargues. 
(i) Ee rang de F dans le matroTde transmis est done toujours inferieur 
ou Bgal au rang de E dans le matroi’de de depart. 
(ii) Dire qne a transmet AZ signifie que M = xF est un matmfde 
sur F. 
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DEFINITION 3.2. Le tabloide 01 cotransmet si son transpose 5~ (cf. 2.4.4) 
transmet. Le tabloi’de 01 bitransmet si il transmet et cotransmet. On le dira 
alors bitransmetteur. 
TH~O~~ME 3.3. Le tabloi’de associe’ d une matrice sur un corps (2.1) est 
bitransmetteur. 
Preuve. Soit EAF une matrice a elements dans un corps et A? un matro’ide 
sur E. 11 suffit de montrer que A’ est transmis par (E, f, F) ohfest la fonction 
rang de la matrice (la bitransmission s’obtient par transposition). Soit done 
JV l’ensemble des parties Y de F telles quef(X, Y) = ] Y 1 pour au moins un 
X E A?‘. L’axiome (LJ est trivialement v&if%. Montrons que (LJ l’est: Soient 
Y et Y’ E JV tels que 1 Y’ / = 1 Y 1 + 1. D’apres la definition de JV on peut 
trouver X et x’ E J&! tels que f(X, Y) = 1 Y 1 et f(X’, Y’) = 1 Y’ 1. On sait 
(Prop. 2.2) qu’on peut choisir X et X’ tels que I X 1 = / Y 1 et 1 x’ j = I Y’ I. 
Cela signifie que les sous-matrices xAy et X’Ay* sont regulieres. Supposons 
X et x’ ainsi choisis de sorte que 1 X n X’ 1 soit maximal. D’aprbs l’axiome 
(L,) applique & X et x’ E A, on peut trouver x’ E x’ - X tel que X + x’ E A. 
Supposons X$ x’, si on prend un Clement x E X - X’ la matrice X+z’-zAAIT 
n’est pas reguliere, sinon cela contredirait la maximalit& de / X A x’ j. 
Done la ligne “‘Ay est combinaison lineaire des lignes de x’nxAy (sinon on 
pourrait completer les lignes de xnx’+SAcAy dans celles de XAy jusqu’a une 
matrice X+z’-zAAI reguliere). D’autre part, la ligne Z’AY, nest pas combinaison 
lineaire des lignes de X’nXA,t (car la matrice I’Ayt est regulibre). On peut 
done soustraire de la ligne “‘A,,,, une combinaison lineaire des lignes de 
X”X’AyUr* pour remplacer cette ligne “‘A,,,< par une ligne contenant des 
zeros dans la partie “‘Ay et au moins un Clement non nul sur une colonne y’, 
~ti y’ E Y’ - Y. Cette operation remplace la matrice X+“‘Ay+Vp par une 
matrice qui a m&me rang et qui est regulibre comme on le voit en developpant 
son determinant par rapport a la derniere ligne. 
Dans le cas oh XC X’, c’est-a-dire X’ = X + X, on sait qu’on peut trouver 
y’ E Y’ - Y tel que la matrice X+“‘Ay+v r soit rtguliere: il suffit de completer 
l’ensemble lineairement independant de colonnes deX+“‘A, danscelui deX’Ay,. 
Remarques 3.4. 
(i) L’ensemble des couples reguliers 9+? d’un tabloide 01 = (E,f, F) est 
une relation binaire de B(E) vers 9(F). Dire que le matrolde A? est transmis 
par a: signifie que ~Z(J?‘) est un matroide (oh W(J?) designe comme habituelle- 
ment, l’ensemble des Y tels qu’il existe un Xverifiant (X, Y) E 9?). 
(ii) La demonstration du theortme 3.3 ne fait intervenir que la pro- 
priete suivante du tablolde associe & EA,: 
Si(X, Y)E%et(X’, yl)EBavecIX’/ = 1x1 + l,aZors,pourtoutx’EX’- 
X tel que f(x’, Y) = 0, il existe y’ E Y’ - Y tel qzde (X + x’, Y + y’) E 9’. 
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cZette propriktk est done suffisante pour qu’un tablorde transmette. 
Cnoncerait facilement la propri& analogue co~r~s~~~dant h. la cotrans- 
mission. 
(iii) Une propri& plus forte que celle de la ~emarq~e ~r~~de~t~ est 
.!a suivante: 
I1 est facile de voir que si cette propri& est v&ifi&e, on a la prop&% de la 
remarque ii) done la propriCt6 de bitransmission. Gette nouvelle ~ro~ri~t~ 
ne fait rien d’autre que de gkkraliser la proposition: si, dans une matrice 
une colonne y (resp. une ligne x) est combinaison d’un ensemble de colonnes 
Y (resp. de lignes X) alors ceci reste vrai si on retire des lignes (resp, 
colonnes) A. fa matrice. On peut enfin signaler que cette nouvelle propriCt6 
n’est Cquivalente ai B la bitransmission, ni au fait d’&re un tablonde de 
matrice (cf. ex. don& au Q 5). 
4. PRQDUIT DE TABLO~DES 
DBFINITION 4.1. Soient 01 = (E,f, F) et p = (F> g, G) deux tabldides. 
Pour tout XC E et 2 C G nous posons 
h(X, 25) = maxi] Y I;f(X, Y) = j Yl = g(E, Z)] 
En g&-&al (E, h, G) n’est pas un tabidide. Cependaat si /I tra~srne~~ 
alors, si X est fix& inclus dans E, l’ensemble des Y tels que I’(& Y) = j Y j 
est Sensemble xT qui est un matrolde et done est transmis par /3” Soit r 
rang de Z dans ce transmis. On a: 
r(Z) = max(g(Y, Z) ] YE “3-J = max(g(Y, Z) /f(.X9 Y) = 1 Y j> 
Si ce maximum est atteint pour Y, , on peut trouver Y, C Y, avec 
On a done ~(27) = [ Y, [ < h(X, Z). Inversement il est clair que r(Z) > 
h(X, Z). Par suite si le deuxi&me tablofde transmet, it est un rang par rapport 
B son deuxikme argument. On voit de m2me que si 01 cotransmet, aIors h est 
un rang par rapport B son premier argument. En particulier si 01 et j3 sent 
bitransmetteurs, h est un birang et nous appelerons alors le tabloide (2~7~ h, G) 
le produit a: . /3. 
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THI?OR&ME 4.2. Le produit de deux tabloides bitransmetteurs est un 
tabloide bitransmetteur. 
Preuve. Soient OL = (E, f, F) et /3 = (F, g, G) deux tabloides bitrans- 
metteurs et 01 * /I = (E, A, G) Ieur produit. 
Soit & un matrolde sur E. Si h(X, Z) = / 2 1 pour un XE .A, alors il 
existe Y C F tel que 
Done Y est une partie independante du transmis de J&’ par E et 2 une partie 
independante du transmis de ce transmis par /I. 
Reciproquement si 2 est une partie independante du transmis par /3 du 
matrofde transmis par 01 de A, on a 
g( Y, 2) = j Z [ pour un Y tel que f(X, Y) = 1 Y j pour un XE A. 
On sait alors (prop. 2.2) qu’il existe Y, C Y tel que 
I y, I = g(Yo ,a = I 27 I et f(x, YJ = I 6 I 
done h(X, Z) = 1 Z j pour un XE A. De m&me on montrerait que OL - /3 
cotransmet (on pourrait d’ailleurs utiliser l’egalite “(a * /3) = “/I . “IX). 
PROPOSITION 4.3, Le produit de tabloi’des bitransmetteurs est associatiJ: 
Soient a = (E, f, F), ,8 = (P, g, G) et y = (G, h, H) trois tabloi’des bitrans- 
metteurs. L’associativiti: traduit le fait que les deux nombres: 
max{lZl;max{lYI;f(X,Y)==lYI=g(Y,Z)}=iZI=h(Z,T’)3: 
et max([ Y I; f(F, Y) = I Y 1 = max{l Z 1; g(Y, Z) = I Z I = h(Z, T)} sont 
tgaux, leur valeur Ctant la valeur maximale de la valeur commune des. 
expressions 
f(X,Y)=)Yj=g(Y,Z)=IZj=h(Z,T) 
Remarques SUY le produit. 
(i) La definition du produit de tabloi’des est clairement inspiree de 
celle du produit de matrices. 
(ii) Soient 01 = (E,f, E’) et /3 = (F, g, G) deux tabldides et soient 93 et 
9’ leurs ensembles respectifs de couples reguliers. 11 est facile de voir que la 
definition don&e pour le produit est un simple cas particulier de la definition 
du produit des relations binaires: soit 9- = 8 0 9 produit au sens de la 
composition des relations binaires W et 9, c’est-A-dire (X, Z) E F o il existe 
Y tel que (X, Y) E 9 et (Y, Z) E 9. Alors .F est l’ensemble des couples 
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reguliers de !I r ,l3, quand ce produit est un tablolde. Avec ce point 
pettt reprendre les demonstrations du paragraphe 4 (~as$o~iat~v~t~ en 
particulier est Cvidente) 
5. REPRESENTATION MATRICIELLE DES Tmmims 
~6PINITION 5.1. Soit cx = (IT, f, F> un tablolde, on dira qu’il est mat& 
ciellement reprhentable SUP le corps K si il existe une matrice EA, B ClCments 
dans K, telle que pour tout X C E et Y C I; on ait: 
rang XAy =f(X, 3’) 
EAF est une reprksentation matricielle de (E, f, F) SW K (definition equivalente: 
(X, Y) regnlier (resp. singuher) dans a: o det *Ar f 0 (resp. = 0)). 
%e theoreme 3.3 montre qu’une condition necessaire pour qu’un tabloIde 
soit matriciellement representable sur un corps et qu’il soit b~~rausmette~r~ 
eette condition n’est cependant pas suffisante, comme le montre l’exempie 
suivant: 
E = F = (a, b) et f(a, a) = f(b9 6) = I 
f(a, b) =f(b, a) = 0 f(E, E) = t 
Si ce tablonde Ctait representable sur un corps, alors la matrice representative 
serait diagonale et on devrait avoir f(E, E) = 2. 11 est cependant bitrans- 
metteur (on fe voit facilement en faisant tous les essais, ou encore en remar” 
quant qu’il verifie la propriete de la remarque 3.4 et sa transposte, qui son% 
done plus faibles que la representabilite sur un corps). 
~~~~~AG~S DKi’ GRAPHES BIPARTIS. On sait 181 que le tablosde 
associe aux couplages d’un graphe biparti est representable matr~ciel~em~~t 
sur un corps. En particulier, si (E, U, F) est un graphe biparti et K un corps, 
en associant a chaque arc (x, y) E U une indeterminee Z,, , !es .z&, Giant 
a~g~br~quement independants sur K, on peut rep&enter Se tablo’ide des 
couplages du graphe biparti par la matrice EA, definie par 
“A, = z,, si (x, y) E ii 
xAA, = 0 sinon 
c’est une representation dans 4e corps des fractions rationnelles sur K en les 
&v . 
Si (I$ U) est maintenant un graphe quelconque, on representera de fapn 
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analogue le tablorde associe a ses couplages generali& par la matrice EAE 
obtenue en posant 
xAA, = Z%?/ si (x, y) E U et XfY 
“A, = 1 et “A, = 0 dans les autres cas. 
11 est facile de voir que l’independance algebrique des Z,, a pour cond- 
quence: six, YCEavec 1 X/ = / Yj 
det *A, # 0 o il existe un couplage generalise d’origines les elements de 
X et d’extremites les elements de Y. Nous remarquerons que cette matrice 
EA, est inversible (et represente le tablolde des couplages du graphe biparti 
associe a (E, U): c’est le cas precedent avec Z,,, = 1). 
Adverse. Soit 01 = (~7, f, F) un tablonde regulier representable sur un corps 
06 par la matrice EA, . Montrons que zi, l’adverse de 01 est representable par la 
sentable par la matrice FBE inverse de EA,: 
Soit (Y, X) un couple regulier de 2. En Ccrivant que EA, . “BE = EIF et 
en effectuant le produit par blocs on a: 
I E-XAy . f-B, + E-XAFwy . F-YB, = E-XOX xAy . ‘Bx + XAF_y ’ F-BBx = ‘Ix 
Done, en appelant F-YCE,X la matrice inverse de E-XAF-y (qui existe car par 
definition de d, (E - X, F - Y) est regulier dans a) 
(xA, - XAF-r . F-yC,-, . =Ay) yBx = xIx 
Ce qui prouve que yBx est inversible, done que FBE represente bien FL 
Gammoides. Soit (E, U) un graphe et IM un corps. Associons au graphe la 
matrice EAE representant le tablorde des couplages gCnCralis&s c’est-a-dire 
“AX = 1, xAA, = Z,, si (x, y) E U et x # y et “A, = 0 
sinon les Z,, Btant des indeterminees sur K algtbriquement independants. 
D’aprbs le “Zemme fondgmerztal” de Ingleton et Piff [5] (lemme 3.1). Nous 
savons que si X et Y C E on a l’equivalence entre les propositions suivantes: 
(1) il existe un ensemble des chemins simples, deux a deux saris sommet 
commun, d’origines les elements de X et d’extremites ceux de Y. 
(2) Y est couple a X’ dans le graphe biparti associt, c’est-a-dire 
E-yAE-x est une matrice reguliere. 
Soit alors EBE la matrice inverse de EAE , en utilisant la representation de 
l’adverse nous savons qu’il est aussi equivalent de dire que la matrice xB, 
est reguliere, c’est-a-dire en definitive que le tabls’ide (&f, I?) associe 
chemins du graphe (E, U) est represent6 par la matrice EAE ) “matrice 
d’incidence generalisee”. 
6. PR~BL~MEG~~NBRALDELAREPRESENTATI~NMATRICIELLEI~'UNT~BLOPDB 
BFINXTIQN 6.1. Soit J& un anneau et 01 = (E, f, F) un tabidide. On 
que ol est represent& matriciellement sur ~5? par ia matrice EMn si, pour tout 
couple (X, Y) singulier de CL, on a det xMy = 0. 
La matrice EMF est appelee une representation matriciehe de CL sub & 
II faut bien remarquer que cette nouvelle notion de re~r~s~~tati~~ sur un 
annean est beaucoup plus faible que celle don&e ~r~c~demme~t (dans le 
cas ou ~4? est un corps). Une telle representation sur un anneau est en general 
“mauvaise” car il n’y a pas equivalence entre (X, Y) singulier et det xM, = 
~e~~~se~~~~~ol~ matricieIle universelle. Soient E et F deux ensembles, et 
Z[E x F] l’annean des polynbmes a coefhcients entiers dont les ~~d~terrn~~~~s 
sont les couples d’elements (x, y) pour x E E et y E F, supposees indepen- 
dantes algebriquement sur Z. 
Le produit cartesien E x F peut alors etre consider& csmme une matrice 
E(E x F)F a coefficients dans Z[E x F] (en posant ~aturellement “(I3 x F), CT: 
(x, v)). Soit maintenant 01 = (E, 5 F) un tabloide et &’ un anneau. Si oi est 
represent% sur & par la matrice EMF , la propritte universelle de Z[E x I?] 
nous permet d’ttendre de fagon unique I’apphcation “MP : E x F+ & 
en un morph&me d’anneaux M: Z[E x FJ -+ sY. 
Soit I, l’idtal de Z[E x F] engendre par tous les polynnmes det(“(E x ~5’)~) 
pour tous les couples (X, Y) singuliers de CL Nous appeierons .B$ I’anneau 
quotient Z[E x a/If et z-: Z[E x F] --f &f la projection ~a~o~~q~e~ 
PROPOSITION 6.2. L’anneau A!& est universel ~elat~~~erne~t aux rep&sent& 
tions ~~at~i~ie~~es de M SUY M anneau, c’est-d-dire que: pour toute ~e~r~~e~t~~~~~ 
matricielle QfF de CL SW un anneau &: il existe un ~o~~~~~~e ~an~e~~~ 
unique q3 tel que ie diaguamme soit commutat$ 
Preuve. EMF est une representation de 01, done .l, C ker 
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Remarques. L’ensemble des polynomes detx(E x F)y pour les couples 
(X, Y) singuliers de 01 n’est en general pas un ensemble generateur minimal 
de 1; . En particulier si (X, Y) est singulier et si UC X est tel que tous les 
couples (U, V) pour tous les V C Y et j v j = 1 U 1 sont singuliers, alors, en 
vertu de la formule de Laplace pour le developpement dun determinant, 
detx(E x F& est dans l’ideal engendre par les polynomes detU(E x F)y. 
Or, si (X, Y) est singulier X est d&pendant dans Fy et Y l’est dans x@. 
La situation precedente se produit si X n’est pas un stigme de 9y . 11 suffit 
done, pour engendrer II, de prendre les polynomes det”(E x F)y oh X est 
un stigme de Fy et Y un stigme de x5, c’est-a-dire f(X, Y) = 1 X 1 - 1 et 
(X - X, Y - JJ) regulier pour tout x E X et tout y E Y. Seuls sont done a 
considerer les couples singuliers “minimaux”. 
Une condition nkcessaire et sufisante pour qu’un tab&de soit reprbentable 
sur un corps. Nous nous inspirerons largement ici de la methode due BVAMOS 
[l 1] pour les matroi’des. Soit 01= (E, f, F) un tablolde et T I’ensemble de tous 
les produits de tous les polynomes detX(E x F), pour tous les couples (X, Y) 
reguliers de 01. 
THBOR~ME 6.3. 01 est reprhentable sur un corps si T n If = o. 
Preuve. Si 01 est representable matriciellement sur le corps K par EM’F , 
Ker M est un ideal premier de Z[E x li]. Done comme tout polynome 
detX(E x F)y, oh (X, Y) est un couple regulier de 01, a une image non nulle 
par A& M(T) ne contient pas 0 et par suite T n Ker M = 0 et, puisque 
If C Ker A4 
Tn&= m 
Reciproquement, si T n If = m, un ideal maximal P de Z[E x F] verifiant 
T n P = @ et If C P est un ideal premier car T est ferme pour le produit. 
Soit alors K le corps des fractions de l’anneau integre Z[E x F]/P et p la 
projection canonique associee p: Z[E x F] --+ Ifb. La restriction de p B E x F 
est une representation de a. 
Remarque. En suivant toujours [l I], on peut, en posant Q = 17 det”(E x F)y 
(27, Y) regulier traduire la proposition prectdente par: 
TH%OR&ME 6.4. 01 est reprhentable matriciellement sur un corps ssi Q 
n’est pas duns le nilradical de 1, . 
Preuve. Si T n If = M , comme Qn E T pour tout n Q n’est pas dans le 
nilradical de I, . 
Inversement, si P E T, P divise Qn pour un n, done si Q n’est pas dans le 
nilradical de 1, , alors P $ I, done T n I, = @ . 
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emarque SW la reprbentation des matroi’des. 
Soit ~44 un matroIde sur un ensemble E de fonction rang r. Soit n = r(E) eL 
[n] = (1, 2,..., n>. Considkons le tablofde t = (,?I$ ,f, [n]) d&hi par 
f(X, 9) = min{r(X), [ J I} oh XCE et JC CnI 
Ce tablorde possbde la propriCt6 suivante. 
XE~~po~rtoutJC[n]telque~Jj=/X/,leco~ple(~~J)estrC 
dans t. 
Nous dirons que t est le tablolde standard assock! 5L A?‘. 
]PROPOSITION 6.5. Un matrofde est reprt%entabie SW un corps ssi ie tablot 
standard associe’ est matriciellement reprhentable SW un corps. 
Preuve. ans un sens, c’est trivial. 
Si A est reprCsentable sur le corps I16 par une matrice %&l telle que 
X E A?’ - les lignes de XA[nl sont likairement ind~pendantes~ 
Soient Zij , i, j E [n] des indkterminkes indtpendantes sur 06 et [W~,~ 
la matrice telle que iZj = Zij . Soit 
‘M[nl = EAtn~[nl&n~ 
BM;,~ est une matrice B &lCments dans l’extension de 06 par les Zij . 
ce qu’on sait sur le dtterminant d’un produit de matrice on a 
det xMJ = C det xAI - det GTs 
rctn1 
done, en vertu de I’indCpendance des Zfj , det xMJ est nul si et seulement si 
tous les det *AI sont nuls. 
EMc,~ est done une reprksentation matricielle de t. 
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